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1. 背景
本研究では，容量制約のない単一割当ハブ空港
配置問題を扱う．オペレーションズ・リサーチの分
野において，容量制約の無い単一割当ハブ空港配
置問題 (以下，ハブ空港配置問題と呼ぶ)が扱われ
るようになったのは，1980年代からである．航空
ネットワークの設計において，広範囲の航空需要
を満たす必要のある場合，すべての空港に直行便
を設けることは，運行数を増やすばかりであり著
しく不経済である．そこで，運行の中継点として
「ハブ空港」と呼ばれる乗り換え空港となる大型の
空港を設置し，ハブ空港を中心とした交通ネット
ワークを構築する必要が生じてくる．ハブ・アン
ド・スポーク・ネットワークの構築により広範囲
に点在する乗客を効率良く運ぶことができるため，
航空会社にとってメリットは大きい．また，ハブ
空港間に乗客が集中するため，1km運行時の 1座
席当たりの燃料消費量の削減が期待できることも
重要な点である．乗客は乗り換えを余儀なくされ
るため不便になるように感じられるが，実際は路
線数が減少することによって，逆に 1つ 1つの路
線では便数が増えるため，選択の幅が広がるとい
うメリットがある [7]．この「ハブ・アンド・スポー
ク・ネットワーク」を適切に構築することは航空
会社にとって重要な課題である．
ちなみに「ハブ・アンド・スポーク・ネットワー
ク」の呼称は，ハブ空港を中心に放射状に広がった
航空路線図と，自転車の中心から広がったスポー
クとの類似に由来する (図 1参照)．
2. 本研究の目的
O'Kelly [4]は，与えられたハブ空港候補からい
くつかをハブ空港とし，ハブ空港に選ばれなかっ
た空港（非ハブ空港）からハブ空港への接続を決
定する問題を，2次整数計画問題として定式化し
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図 1. ハブ・アンド・スポークネットワークの例
ている．この問題の難しさから研究の多くは発見
的解法の提案が中心となり，既存の研究では定数
近似解法は知られていなかった．
本研究では，ハブ空港配置問題 (hub location
problem)に対する精度保証付きの近似解法を提案
する．具体的には，施設配置問題の -近似解法を
用いた (2 +1)-近似解法を提案する．また，本研
究で提案する，施設配置問題の (2 + 2=e2)-近似解
法を用いた，(3 + 4=e2)-近似解法を提案する．
ハブ空港配置問題は，入力として，ハブ空港候
補と非ハブ空港（ハブ空港でない空港）の集合，ハ
ブ空港の開設コスト，そして各空港間の輸送量と
単位輸送コストが与えられる．非ハブ空港はいず
れか 1つのハブ空港に接続し，非ハブ空港間の直
行便はないものとする．つまり，非ハブ空港間の輸
送はハブ空港を経由して行われるものとする．ま
た，ハブ空港間は完全グラフをなしており，乗り
換えは高々2回までとする．このとき，総コスト
が最小となるように，ハブ空港候補からハブ空港
を開設し，非ハブ空港との接続を決定することで
ハブ・アンド・スポークネットワークを構築する
ことがこの問題の目的となる (図 2参照)．
ハブ空港候補を選び開設
開設されたハブ空港と
非ハブ空港を接続
図 2. ハブ空港の開設と，非ハブ空港のハブ空港
への接続の例 (□はハブ空港候補 (未開設)，■は
ハブ空港 (開設済)，○は非ハブ空港を表す)．
3. 近似解法
目的が非負関数の最小化であるような組合せ最
適化問題を I とする．さらに，問題例 I 2 I の最
適解をOPT(I )，解法Aにより得られる実行可能
解の目的関数値をAPR(I )とする．このとき，あ
る  = 1が存在して，
8I 2 I; 0 5 APR(I ) 5  OPT(I ) (1)
が成り立つ解法を，(I に対する) -近似解法とい
う．また，を近似解法Aの近似率という．最小
化問題において，近似率は常に 1以上である．近
似率が 1に近いほど，性能の良い近似解法となる．
4. 問題の定義および定式化
ハブ空港と非ハブ空港，および各空港間の輸送
量と単位輸送コストが与えられているものとする．
非ハブ空港はいずれか 1つのハブ空港に接続し，非
ハブ空港間の直行便はないものとする．また，各
ハブ空港間は完全グラフをなしており，乗り換え
は高々2回までとする．さらに，1つのハブ空港に
接続する空港の数に制限はないものとする．本論
文では，以上の制約の下で，総輸送コストを最小
化するように非ハブ空港からハブ空港への接続を
決定する問題を扱う (図 3参照)．
ハブ空港候補の集合を H def:= f1; 2; : : : ; hg，非
ハブ空港の集合をN def:= f1; 2; : : : ; ngとする．任
意の i 2 H に対して，空港 iをハブ空港にするの
に必要な開設コストを fi( 0)とする．また，空
港 iから空港 jへの輸送量を dpq( 0)，空港 iから
図 3. 非ハブ空港のハブ空港への接続の例 (■はハ
ブ空港，○は非ハブ空港を表す)．
空港 jへの単位輸送コストを cij( 0)とする．容
量制約のない単一割当ハブ空港配置問題は，線形
制約および整数制約の下で 2次関数を最小化する
問題であり，2次整数計画問題 (Quadratic Integer
programing Problem; QIP) として次のように定
式化される；
QIP : min:
X
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X
(p;q)2fN2
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X
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(2)
s: t: yi   xip  0 (8(i; p) 2 (H N));
(3)X
i2H
xip = 1 (8p 2 N); (4)
xip 2 f0; 1g (8(i; p) 2 (H N));
(5)
yi 2 f0; 1g (8i 2 H): (6)
ただし変数 xip は，非ハブ空港 pをハブ空港 iに
接続するときに 1の値をとり，接続しないときに
0の値をとる．変数 yiは，ハブ空港候補 iをハブ
空港として開設するときに 1の値をとり，開設し
ないときに 0の値をとる．
制約式 (3)は，開設されていないハブ空港候補
には，非ハブ空港を接続しないことを意味する．制
約式 (4)は，各非ハブ空港 pはいずれか 1つのハブ
空港に接続することを意味している．目的関数の
式 (2)の初項は総開設コストである．第 2項は総
輸送コストであり，非ハブ空港 pから非ハブ空港
q への輸送量に単位輸送コストを掛けて和をとっ
たものを表している．
目的関数 (2)の 2次の項を消去した問題を，整数
計画問題 (Integer programing Problem; IP)と呼
ぶ．問題 IPは次節で紹介する施設配置問題 (Facil-
ity Location Problem)と，本質的に等価となる．
また，問題QIPと問題 IPは，同じ許容領域を持つ．
5. 容量制約なし施設配置問題
開設候補の施設の集合をFとし，利用者の集合を
Dとする．各施設 i 2 F には開設コスト bfi  0が
与えられており，各利用者 j 2 Dには需要 bdj  0
が付随する．施設 iと利用者 j との間には接続コ
スト bcij  0が与えられる．施設配置問題の目的
は，開設コストと接続コストの和が最小になるよ
うな施設の開設と接続を求めることである．施設配
置問題は以下のように整数線形計画問題 (Integer
Linear programming Problem; ILP)として次の
ように定式化される；
ILP : min:
X
i2F
bfibti +X
i2F
X
j2D
bcijbsij (7)
s: t: bti   bsij  0 (8(i; j) 2 (F D));
(8)X
i2F
bsij = 1 (8j 2 D); (9)
bsij 2 f0; 1g (8(i; j) 2 (F D));
(10)bti 2 f0; 1g (8i 2 F ): (11)
ただし変数 bsijは，利用者 jを施設 iに接続すると
きに 1の値をとり，接続しないときに 0の値をと
る．変数 btiは，開設候補の施設 iを開設するとき
に 1の値をとり，開設しないときに 0の値をとる．
集合F をハブ空港候補の集合，集合Dを非ハブ
空港の集合とすると，施設配置問題は，『ハブ空港
間の輸送費用』の無いハブ空港配置問題とみなす
ことができる．
整数制約 bsij 2 f0; 1g, bti 2 f0; 1g をそれぞれbsij  0, bti  0へ緩和すると線形計画問題 (以下
LPと略す) が得られる．この LPの双対問題は
DP : max:
X
j2D
bvj (12)
s: t: bvj   bwij  bcij (8(i; j) 2 (F D));
(13)X
j2D
bwij  bfi (8i 2 F ); (14)
bwij  0 (8(i; j) 2 (F D));
(15)
と書くことができる．
Chudak and Shmoys [3]は，LPを解き，主 LP
の最適小数解を適切に整数に丸める技法で (1 +
2=e)-近似解法を提案した．本研究ではまず，開設
される施設を (1 + 2=e)-近似解法よりも増やすこ
とを目的に設計した施設配置問題の (2 + 2=e2)-近
似解法を提案する．本解法の近似率は，前項で紹
介した (1 + 2=e)-近似解法より劣る．しかし，本
解法をハブ空港配置問題の近似解法に採用した際，
近似率を下げる事に大きく貢献する．
解法 5.1 [(2 + 2=e2)-近似解法]
Step 1: LPと DPの最適解 (bs; bt), (bv; bw)を
求める．
Step 2: k := 0，E := D，U := F とする．
Step 3: k := k + 1とする．bvjk + bCjkbdjk が最小となる jkを j 2 Eから選ぶ．
ただし， bCjk =Pi2F bcijbsij とする．
確率 bsikjk(= btik)で ik 2 N(jk)を 1つ選び，
開設する．ただし，N(j) = fi 2 F j bsij > 0g
とする．
確率 bslkjk(= btlk)で lk 2 N(jk)を 1つ選び，
開設する．
E := E   fjkg   N2(jk) とする．ただ
し，N2(j) = fl 2 D j i 2 N(j)の隣接点 g と
する．
U := U  N(jk)とする．
Step 4: If E 6= ; then Step 3 へ行く．
Step 5: 開設されていないすべての i 2 U を確率bti で開設する．
U := U   V とする．ただし，V = fi 2 U j
Step 5で開設した施設 gとする．
開設されていないすべての l 2 U を確率 btl で
開設する．
Step 6: 各利用者 jを開設された一番近い施設へ
接続する．
定理 5.2 解法 5.1は施設配置問題の (2 + 2=e2)-
近似解法である．
6. ハブ空港配置問題の近似解法
解法 6.1 [(2 + 1)-近似解法]
Step 1: 施設配置問題の -近似解法で問題 IPを
解き，施設配置問題の近似解を求める．
Step 2: Step 1で開設したハブ空港を開設し，各
非ハブ空港を，Step 1で接続したハブ空港
へ接続する．さらに，各ハブ空港を互いに接
続し，ハブ空港配置問題の解を得る．
Step 3: Step 2で得られた解を出力する．
定理 6.2 解法 6.1は単一割当ハブ空港配置問題の
(2 + 1)-近似解法である．
解法 6.1の近似率は，Step 1で用いる施設配
置問題の近似解法の近似率 に依存する. Chudak
and Shmoys [3]の (1 + 2=e)-近似解法を用いれば，
近似率は，(3+4=e)  4:472となり，Sviridenko [5]
の 1:582-近似解法を用いれば，近似率は，4:164と
なる．
近似率を (3 + 4=e2)  3:542まで改善できる解
法を提案する．
解法 6.3 [(3 + 4=e2)-近似解法]
Step 1: 施設配置問題の (2+2=e2)-近似解法で問
題 IPを解き，施設配置問題の近似解を求める．
Step 2: Step 1で開設したハブ空港を開設し，各
非ハブ空港を，Step 1で接続したハブ空港
へ接続する．さらに，各ハブ空港を互いに接
続し，ハブ空港配置問題の解を得る．
Step 3: Step 2で得られた解を出力する．
定理 6.4 解法 6.3は単一割当ハブ空港配置問題の
(3 + 4=e2)-近似解法である．
7. おわりに
ハブ空港配置問題で今後の研究において取り組
まれるべき課題について述べる．
まず，本論文で提案した (2 + 1)-近似解法の，
タイトな例の有無を示すことが挙げられる．タイ
トな例の発見により，近似解法の働きについての
理解が深まり，さらには，より性能の良い近似解法
の設計へとつながることも多い．そのため，タイ
トな例を発見することの重要性は，極めて高い [6]．
次に，近似率を更に改善することが挙げられる．
本研究で提案した (2 + 1)-近似解法では，に入
る最も小さな値は  = 1となることから，近似率
は 3を切ることができない．そのため，今後の研
究においては近似率が 3よりも良い解法を提案す
ることが必要となる．
最後に，より現実的なモデルを扱った問題に対
する近似解法を構築することが課題として挙げら
れる．論文で用いた，目的関数として総コストを
指標としたモデル化は，実用的な観点からも妥当
な指標の１つとして考えられるが，その他にも様々
な指標を用いたモデル化がこれまでに示されてい
る [1, 2]．また，現実には他社の存在もネットワー
クの設計に影響を与えていることから，共同運航
など，実際に航空会社が行っているサービスを考
慮したモデル化を考えることも興味深い．本論文
で扱ったような基本的なモデルに対する近似解法
を参考にしながら，これらの問題に対する近似解
法を構築していくことも今後の課題である．
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